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Introduction and objectives  
The 2D shallow water equations are used in flow simulation of rivers, floodplains, coastal currents, 

etc. In the research, updating or the so-called numerical integration of temporal terms of two-

dimensional equations using first-order methods is more stable but less accurate. In contrast, high-

order accuracy methods have numerical stability problems and cause divergence (Brouwer et al., 

2014). For this reason, second-order accurate methods with median properties are widely used. Despite 

much research on how to deal with spatial terms, according to a review by the authors, there is less 

research on how to deal with the temporal terms of equations. In addition, studies on time integration 

methods are limited to solving 1D problems. In this research, two different time integration methods 

of Runge-Kutta third order (RK-3 method) and Strang splitting operator method (Strang method), 

which have a second-order of accuracy and are commonly used in various research (Huang et al., 

2013), have been investigated. Therefore, two models have been obtained in which the applied time 

integration methods are different, but the ways adopted to deal with spatial and sources terms of 

equations are same. Then, 1D and 2D reference problems are implemented using these two models and 

their results are presented in order to recognize the appropriate time integration method for solving 2D 

shallow water equations. 

 

Methodology 

By solving the governing equations, the main characteristics of the flow, such as velocity and depth, 

would be obtained. In general, 2D Shallow water equations have no analytical solution; therefore, they 

should be solved using numerical methods which discretize the terms of equations. Based on the aims 

of this study, to compare the performance of the different time integration methods employed for 

solving shallow water equations discretization of temporal terms is done using two common methods, 

including the Strang operator splitting method (Strang method) and the Runge-Kutta third order 

method (RK-3 method). In the Strang method, the main equation is divided into two initial value 

subproblems; then the first subproblem is solved for a half-step of time; and finally, obtained results 
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are used as the initial conditions of the second subproblem to update the equations for a complete step. 

In the RK-3 method, the MUSCL method is used to reconstruct flow variables in each face of cells of 

the computational domain. In order to contribute to the convergence of the model, the friction source 

term is applied in a separate step. These two methods give a second order of accuracy and are 

repeatedly used by the researchers. After discretization of the governing equations, two models with 

different time integration methods were obtained. To examine them, 1D and 2D reference problems 

are implemented using both models.  

 

Findings 

Reference problems include a 1D dam breakdown with experimental data and a 2D problem of 

oscillation water body in a parabolic domain with an analytical solution. The dam break test has carried 

out in a laboratory flume (Fig. 1). This test was implemented with both models and its simulation 

results have been obtained. The flow fluctuates in the flume shortly after the dam break. In order to 

have a proper judgment of the performance of the two models, water depths at specific locations where 

the depth laboratory data are available were extracted from both models (Fig. 2). 
At the beginning, since the fluctuation of the flow is more intense, only the results of the RK-3 

method are closer to experimental data. Over time, however,  with less fluctuations, the results of both 

models are close to the experimental data. 

The ideal 2D problem used in this research, which has an analytical solution given by Thacker 

(1981), is one of the important references for validating and evaluating the performance of 2D models 

(Delestre et al., 2011). In this test, water body never reaches the boundaries and the circle shape of 

water boundary must remain constant during the oscillations. In the figure (Fig. 3), the shoreline circle 

and depth contours are shown in the Strang method after four frequencies.  
According to the results, the flow is correctly simulated by both models. The consistency of the 

simulation results with the analytical solution adequately demonstrates the capability of the models in 

the implementation of 2D shallow water problems. Although both models have satisfactory results, the 

statistical parameters were used to compare the performance of models with each other. The low errors 

in successive repetitions well describe the proper arrangement of methods used in both models for time 

integration and dealing with spatial and source terms. Nevertheless, the depth mean absolute error in 

the RK-3 method is incremental through time. 

 
 

 
 

Fig. 1- The experimental setup of the 1D dam break test. 
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Fig. 2- Water depths obtained from two models and laboratory data at the point G10. 

 

 
Fig. 3- Shoreline and water depth contours status for Strang method at t = 4T. 

 

Conclusions 

In this study, in order to compare two common time integration methods, including RK-3 and 

Strang method, two models were implemented and used to simulate 1D and 2D flow problems. In the 

1D dam break problem, which is an actual experimental test case, both models provide satisfactory 

results. However, at the beginning of the simulation when flow is completely fluctuating, the RK-3 

method has a higher accuracy. But over time, by decreasing fluctuating, both models have identical 

results which are close to experimental data. In the 2D oscillation problem with an analytical solution, 

water boundary remains circular in different frequencies, which refers to the capability of both models 

to simulate 2D problems and indicates an appropriate arrangement of methods used to deal with spatial 

and sources terms in both models. 

However, the absolute mean error in the RK-3 method increases with increasing number of 

oscillations. This can be due to the existence of various computational stages in the RK-3 method so 

that by simulation 2D problems there is a slight error that is cumulative in the various stages of this 

0 10 20 30 40 50 60
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

t(s)

D
ep

th
(m

)

Gage: 10

 

 

Experimental Data

SM

RK-3

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

0.
01

0.01

0.01

0
.0

1

0.01
0.01

0.01

0.02

0.02

0
.0
2

0.
02

0.02

0.02

0.030.03

0
.0

3

0.03

0
.0
3

0.
04

0.04

0.04 0.04

SM: Contours of Water Depth, t=4T

x(m)

y
(m

)

 

 

SM



  218 

Assessment of Time Integration …                                                                     Vol. 43, No. 2, 2020 

  

method. However, in the Strang method, the absolute mean error is uniform and does not increase 

through the time. 
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 13/11/1397پذیرش:     8/11/1397 بازنگری:  12/2/1397 دریافت:

 چکيده
ستهنیازمند  یانجردوبعدی  هایمعادله یعدد حل س ست وزمانی  و مکانی هایترم سازیگ  ،یزمان یهااز ترم یعدد گیریانتگرالبا  ا

سانبه ستای .شودمی انجام هامعادله یروزر  گیریانتگرالبرای  با دقت مرتبه دو هایتر از روش، بیشحل و پایداری افزایش دقت در را

ستفاده می هامعادلههای ترمزمانی   و 3 مرتبه Runge-Kuttaشامل روش  یزمان گیریانتگرالدر  متداولروش  دو مطالعه ایندر . شودا

ستند دو مرتبه دقت دارای که، Strang عملگر تجزیه روش س ه شتن برای .اندقرارگرفته یموردبرر ضاوتی دا  دواین  عملکرد از صحیح ق

با  سبب   .شببد گرفته کاربه معادله هایو ترم منبع مکانی هایترم در برخورد با یکسببانی کاملاًعددی  هایشببیوه هم، به نسبببت روش

ستفاده از  ستبهدو مدل ا ستمتفاوت ها در آنهای زمانی برخورد با ترم روشکه تنها  آمدهد سائل، ا نتایج  یدارا یدوبعدو  بعدییک م

شگاهی شد تحلیلی حل یا آزمای شان  یجنتا .اجرا  سائل مین سان زیاد، روش رانگ کوتا  بعدییکدهد که در م در ابتدا خطای  3مرتبهبا نو

 Strang، پارامتر خطا در روش یدوبعدمسائل . در رسیددقت مشابهی خواهند  به ته، اما با کاهش میزان نوسان، هر دو روشتری داشکم

اندکی  اسببت که با تکرار محاسبببات کم 3مرتبهروش رانگ کوتا مقدار خطای تکرارهای مختلف روند یکنواختی خواهد داشببت. اما  یارب

بیانگر چینش صببحیح  یخوببه مدلسببازی کرده که یدرسببتبهیک و دوبعدی را جریان مسببائل  ،هر دو مدل وجودینباا  .یابدمیافزایش 

 است. هامنبعترم های مکانی، زمانی و برخورد با ترمها در در آن کاررفتهبههای روش

 
  .Strang تجزیه عملگر روش ،3 مرتبه Runge-Kutta روش ،متفاوت یزمان گیریانتگرالهای روش ،عمقکم هایدوبعدی آب هایمعادله :هاواژه دیکل

 

 مقدمه
له عاد عدی، عمقکمهای آب انِیجر بر حاکم هایم  از نوع دوب

سیل هذلولوی بوده  هایمعادله سی که در (Toro, 2001)دیفران  برر
 Amiri) روند، سواحل و... به کار میدشتیلابس در رودخانه، جریان

et al., 2012) را در یک دامنه  جریان اتیخصووو وو هامعادله. این
تأثیرگذار  عوامللازم است تا  .دهندارائه می زمان به نسبت محاسباتی

حل عددی . حل شوووند عددی  ووورتبه هامعادلهو بر مسووهله تعیین 
ستهنیازمند  هامعادله س  یهاآزمونکه با های معادله بوده ترم سازیگ

گسوووسوووته کردن  درهای حجم محدود  وووورت گر ته برتری روش
پس . (Huang et al., 2013) است شدهدادهنشان های مکانی ترم
انی بعدی محاسبه یا برای گام زم هامعادلهبایستی می سازیگسسته از

 عددی گیریانتگرالبا این کار  کهشوووده  یروزرسوووانبها وووالاحا 
 .(Nguyen-Ba et al., 2011) گیرد وووورت میهای زمانی ترم

سانبهبرای  ستفاده کردتوان می متغیرها مقادیر یروزر  از روش اولری ا
 Gottlieb et)اسووت  با دقت مرتبه یک پایدار یک روش عددی که

al., 2001). ،سبات ستای ا زایش دقت محا متفاوتی های روش در را
 De) اسووت کارر تهبهمکانی و زمانی  هایترمگسووسووته کردن برای 

Lemos, 2012) های با مراتب دقت بالاتر روشاز نیاز اسوووت . لذا
هر  استفاده از اما استفاده نمود، هامعادله هایترمردن کگسسته  جهت
در بالا های با مراتب دقت میسووور نیسوووت. زیرا روش ی دقتمرتبه

کرده که تولید های موجود در مسهله نوسانات کاذب گرادیان مجاورت
. به همین (Brouwer et al., 2014) انجامدمی به واگرایی مدل

ی یک دقت مرتبه های باغالباً روش در تحقیقات  ووورت گر ته دلیل
به  وجودینباا .(Ahmed and John, 2015) شودمیاستفاده دو  یا

پایین روش یل دقت  به اولدل با دقت تمرکز بر روش ،های مرت های 
تحقیقات  ووورت از  در بسوویاری کهیطوربه اسووتتر مرتبه دو بیش

های با دقت روش گیری ازبا بهرهزمانی  هایترم سازیگسستهگر ته، 
توان به می .(Delis et al., 2011) شوووده اسوووتانجام مرتبه دو 

یووا  Crank–Nicolson ،Adams–Bashforthهووای روش
  ورتبهکه  Hermite–Birkhoffو  Runge-Kutta هایروش

های ها سووعی شووده تا با کنترل طول گامو در آن کارر تهبه ووری  
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شود شاره نمود زمانی پایداری مدل حفظ   ,.Nguyen-Ba et al) ا

2011.) 
سه روش برای زمانی، در تحقیق  ورت  گیریانتگرالهای مقای

 RK (Runge-Kutta)دو روش  De Boer (2003) گر ته توسوو 
 با اجرای CCSM (Collocated Coupled Solution Method)و 

عملکرد بهتر  آمدهدسووتبه یجکه نتا شوودهیبررسوو بعدییک مسووائل
سائل دارا را RKروش  ستگیناپ یدر م شان می یو  تحقیقدر  .دهدن

سته وی س ساندو روش هر در  انتقال یهاترم سازیگ که  بودهن یک
برتر  یزمان گیریانتگرالدر مورد روش  یقاع گیرییمامر تصم ینهم

، کارایی بهتر Weill et al. (2014) در تحقیقات .کندیرا سوو ت م
سته می یرخایغ  ورتبههای زمانی را هایی که ترمروش س کنند گ

اما از ترم اینرسوی در  شودهمشو  های کلاسویک نسوبت به روش
ست.  نظر رف عمقکمهای آب بعدییک هایمعادله  اگرچهشده ا

توسووو   دقت مرتبه دو یدارا یهاروشمقایسوووه  منظوربهتحقیقاتی 
Saiduzzaman و Ray (2013) اما مقایسه عملکرد این  شدهانجام

 . ورت گر ته است بعدییکمسائل ها تنها با اجرای روش
به با تو ها اهمیوتجه  روش  ،حفظ محودوده  یزیکی متغیر

ته اسوووت سوووازیگسوووسوووته یا  یاری  یت بسووو  رانگ کوتا محبوب
(Ketcheson et al., 2009) . های متفاوتی روش دارای نس هاین

( RK-4و  RK-3) 4مرتبهو  3مرتبه دو نسووو ه رانگ کوتا کهبوده 
شند.  نوساناتکه در مقابل  اندشدها لاحای گونهبه در کاذب مقاوم با

 یروزرسووانبهبرای  شوودها وولاحی رانگ کوتای هاروشتحقیقات نیز 
مانی ترم عادلههای ز تهبه هام به دسوووت  کارر  به دو را  و دقت مرت
 سرراست های. یکی دیگر از شیوه(Huang et al., 2013) دهندمی

سیدن به دقت مرتبه دو،  شدهگر تهبه کار  سانبهبرای ر مقادیر  یروزر
سپس متغیرها  سبات  در این مقادیر یریکارگبهتا نیم گام زمانی  محا
 Aureli) اسووت ،Strangتجزیه عملگر ، نظیر روش کامل یک گام

et al., 2008). مانی ترم این روش عادلههای ز   وووورتبهرا  هام
از یکی  3مرتبههمانند روش رانگ کوتا کند و گسووسووته می یرخایغ

تداول در روش مانی از ترم گیریانتگرالهای م لههای ز عاد  هایم
 است. عمقکمهای آب یدوبعد

 Strang و 3مرتبهرانگ کوتا روش دو  عملکرد حاضر تحقیق در

مورد عددی های روشجدیدی از ترکیب  اما در ابتدا .است شدهیبررس
زمانی رانگ  گیریانتگرالبا روش مکانی  گیریانتگرالاسوووتفاده در 

تایج به خوبی عملکرد این ترکیب از روش شووودکوتا ارائه  های که ن
شان میرا عددی  سه دو مدلسپس دهد. ن  سازیگسسته جهت مقای

عادله یهاترم عد دو هایم ته عمقکم یهاآب یب جام گر  با این  ،ان
در دو مدل مورد  کارر تهبه یزمان گیریانتگرال یهاروش تفاوت که

سی ست برر سائل  در ادامه .متفاوت ا  مرجع با یدوبعدو  بعدییکم
ها در آننتایج حا وول از اجرای  اسووتفاده این دو مدل اجرا گردید که

 است. شدهارائه 4نتایج در ب ش بندی و جمع 3ب ش 

 ها مواد و روش
 هامعادلهکردن گسسته

حل کردن  لهبا  عاد توان الات مییان سووویحاکم بر جر هایم
و  دامنه حلان مانند سووورعت و عمق را در یهای ا ووولی جرژگییو

ست آورد.  ورت کلی  سبت به زمان به د  یدوبعدحاکم  هایمعادلهن
 . ل استیذ  ورتبه
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ب سوورعت در راسووتای یترتبه 𝑣و  𝑢عمق آب،  ℎ، (2)معادله  در
𝑥  و𝑦، 𝑔  شوووتاب گرانش و𝑧𝑏  رقوم بسوووتر  ووولب اسوووت. برای

𝑥∆لی با ابعاد یی مسوووتابندمشکردن دامنه از گسوووسوووته × ∆𝑦 

توان به را می 𝑆𝑓𝑦و  𝑆𝑓𝑥های ب ا تین شووی، همچنشوودهاسووتفاده
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های مکانی روش برای گسوووسوووته کردن ترم کارر تهبهروش 
MUSCL (Monotone Upstream-centered Scheme for 

Conservation Laws)   دقت مرتبه دو در مکان است  یدارابوده که
 یمتعم سلول وجوه به ها رادر مرکز سلول شدهارائهو مقادیر متغیرهای 

هدمی چپلذا  .(Toro, 2009) د جه  𝑖) مرز برای و +
1

2
 , 𝑗) 

شده درسلول  شان داده  راباه  ازستار یرهای پایمقدار متغ، (1شکل) ن
 د:یآل به دست مییذ
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𝑖)در وجه راست مرز  و −
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 است. بیش یمحدودکننده یتابع بردار  Φمعادله  این در
 

 هاي زمانيترم سازيگسسته

  Strangعملگر  هیتجز يزمان گيريانتگرال روش

له Strang عملگر یهیتجزدر روش   ریز دو به ا ووولی مسوووه
سهله سهله زیر که شدههیتجز هیاول مقدار یم شامل مشت یم قات اول 

سفراید معادله کیدوم  یمسهله ریو ز یمنبع هندس ترمو  یمکان  لین
 ریزر دمتغیرهای جریان مقادیر است.  یمنبع ا اکاک ترمشامل  ساده

 ریز در آن جیو نتا آمدهدسوووتبه یگام زمان مین یاول برا یمسوووهله
 یک یبرا هامعادله تالحاظ شووده  هیاول شوور  عنوانبه دوم یمسووهله

حل  مل  کا حل  طی Strangروش  .شوووودگام  گام برای  هار  چ
 Aureli et) اسوووت کارر تهبه عمقکمهای آب یدوبعد هایمعادله

al., 2008) . 

ر از ی، تمامی مقاد(5)و  (4) هایمعادلهگام اول: با اسوووتفاده از 
 . استا ته یمیتعمبه وجوه آن  𝐼𝑖,𝑗مرکز سلول 

سلول  ( که برای وجه سمت چپ مرز6ماابق با معادله )گام دوم: 
نبع هندسی م ترما ته به وجوه سلول با اعمال یمیتعمر یمقاد، شدهارائه
  ابد:یم گام زمانی ارتقا مییبه ن
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برای وجه سوومت راسووت مرز سوولول نیز همین روند اسووتفاده 
𝑺0 𝒊,𝑗بردار  یمحاسووبه برای این معادلهدر شووود. می

𝑛 (7)ی از معادله 
ستفاده می ستفاده از مقادا سلول در یمیتعمر یشود که با ا ا ته به وجوه 

  :دیآبه دست می 𝐼𝑖,𝑗و برای سلول  𝑛زمان 
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ستر، بیش در خای راتییتغ  رض با ستر رقوم ریمقاد ب  در زین ب
 :هستند یینتعقابل گرامرکز  ورتبه سلول مرز
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 از روش 𝐺و  𝐹 یعدد یهاشووار یمحاسووبه برایسوووم:  گام

FORCE (First ORder CEntred)  شووود اسووتفاده می(Toro, 

2009): 
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Fig. 1- Cell center and faces of (𝑰𝒊,𝒋) cell 

 (𝑰𝒊,𝒋مرکز، مرزها و وجوه سلول ) -1شکل

 

له شووودهفیتعر تابع عاد جه  (9) یدر م عددی را در و شوووار 

(𝑖 +
1

2
, 𝑗)  به روشFORCE ن روند یدهد که هممی به دسوووت

شار  ستفاده میین 𝐺برای تابع  نی از یانگیم FORCEگردد. روش ز ا
وندروف -لکس یادومرحله ک، و روشی ردر-روش مرکزگرای لکس

ست یچمای)ر ستای یذ  ورتبه کهر( ا شارهای را سبه  𝑥ل برای  محا
 شوند: می
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در گام  یعدد یشوووارها ریمقاد ی: پس از محاسوووبهچهارم گام
ساس روش  (1)معادله  ،سوم  Strangه عملگر یتجز یامرحله دوبر ا

سمت شامل به دو ق ستهمجزا و  (13( و )12) هایمعادله،  س  سازیگ
 شود. می
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𝑆منبع  ترم
0 𝑖,𝑗

𝑛+
1

 بوده اما یینتعقابل (7)ز با اسووتفاده از معادله ین 2

سبه ستبهر یی آن از مقادبرای محا ستفاده  گام میندر  آمدهد زمانی ا
منبع  ترمسووته با دخالت دادن یهای پاریر متغیشووود. در ادامه مقادمی

 واردکردنابد. یارتقا میک گام زمانی کامل یبه  𝑆𝑓(𝑈∗)ا اکاکی 
 این تربیش ترم منبع ا ووواکاکی در یک مرحله جداگانه به پایداری

 .(Caleffi et al., 2003)کند روش کمک می
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  3مرتبه  Runge-Kuttaزماني گيريانتگرال روش

 که توسووو  ،RK-3 ،3مرتبه رانگ کوتای شووودها ووولاح روش
Mahdavi  وTalebbeydokhti (2009) برای   شووودهاسوووتفاده

 شود. ر نوشته مییز  ورتبه (1)ی معادله
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سلول از  وجوه در ریمقاد سازیباز برای مرحله هر در زینجا نیا در
ستفاده  MUSCLروش  شدا  𝐿(𝑈) یتابع بردارهمچنین . خواهد 

  ورتبه یمنبع ا اکاک ترم لحاظ کردنسلول و بدون  کی یبرا
  :خواهد بود لیذ
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برای تکمیل محاسووبه همانند ، (14در معادله ) ∗𝑈ن ییپس از تع

 شود. می اعمال ترم منبع ا اکاکی در یک مرحله مجزا( 15معادله )
 

 هاي زمانيتعيين گام

 ،بوده  ی ر  ورتبه شدهمارحزمانی  گیریانتگرالدو روش 
م را   لازیشود که شرا محدودستی طوری یهای زمانی باگامطول  لذا

ت توسوو  ین محدودین کند. ایتضووم مدلی یداری و همگرایبرای پا
شووود تا گام اعمال می CFL (Courant-Friderichs-Lewy)شوور  

 .(Aureli et al., 2008)د یبه دست آ محاسباتبرای زمانی مناسب 
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مرجع های که دارای جواب یدوبعدو  بعدییکمسووائل ادامه در 

شرامی ستفاده از هر دو روش و با ات اذ  شند با ا سان ی   کاملاًیبا ک
 است.  اجراشده

 

 نتایج و بحث
-Concerted Action on Dam) سد شکست :يبعدکی مسئله

break Modelling) CADAM 
 شدهانجامآزمایشگاهی   لومدر یک  (2شکل) مسهله ماابق این

ستر ست که ب 𝑛ضریب مانینگ دارای  آن ا = 0.0125 𝑚−1/3𝑠 
پس ثانیه  60 تاکه  قرارگر ته هاییسنجعمق سد دستیینپادر  .است

ست شک شت آب رقوم ، سد از  صور بودن  .اندکردهرا بردا به دلیل مح
است. محل شکست، شر  مرزی سراب و پایاب به  ورت بازگشتی 

در نظر  x=0.2m∆برابر با  یدامنه محاسباتگام مکانی  در این مسهله
 نتایجبا هر دو مدل،  سد شکست سازیشبیه پس از شده است.گر ته 

 و G10 هایسوونجعمقهای آزمایشووگاهی در محل داده قیاس بادر 
G20 است. جریان در مدت کوتاهی پس  شدهدادهنشان  (2) شکل در

سر  سرا ست  شک سان  را در برگر ته و  لوماز  شتن . کندمینو برای دا
ضاوت  حیح  سنجعمقدر محل  هاآننتایج دو مدل از عملکرد  یق

G10 با استفاده از پارامترهای آماری  آزمایشگاهیهای نسبت به داده
آمده  (1) جدول در شده که مقایسه شدهانجام( 17در معادله ) شدهارائه

 است.
ست، محل (2) شکل که در طورهمان ش   ا  سنجعمق نیز م

G10  سوونجعمقاسووتقرار در ابتدا خشووک بوده، اما در محل G20 
 آب ساکن قرار دارد. یمقدار

جه با قادیربه  تو تایج روش  (1) جدول م خوانی هم RK-3ن
دارد. همچنین در  Strangتری نسووبت به روش تر و خاای کمبیش

توان اناباق می (3) شووکل در G20گیر برای اندازه شوودهارائهنمودار 
را  های آزمایشوووگاهیبا داده 3تر نتایج روش رانگ کوتا مرتبهبیش

تر پارامتر گیری با توجه به مقدار کممشووواهده کرد، البته این نتیجه
 Strangنسوووبت به روش  3رانگ کوتا مرتبه درروش MAEخاای 

ای اجرای در بررسی دو مدل بر توجهقابلقابل استنبا  است. اما نکته 
س ست که دادهم سد این ا ست  شک  60 زمانمدتهای آن برای هله 
ریان اند، در لحظات اولیه شکست سد که نوسانات جشدهیبررس ثانیه

تری با قرابت بیش RK-3شووودیدتر اسوووت، نتایج حا ووول از روش 
تر شده و که شدت نوسانات کم مروربههای آزمایشگاهی دارد. اما داده

های اند، نتایج هر دو مدل به دادهپوشوووجریان آب کل بسوووتر را می
 شووود. این نوسووانات و تغییرات سووا  آبتر میآزمایشووگاهی نزدیک

 است. شدهدادهنشان  (4) شکل نسب به زمان در
سهله یک و  یآمار پارامترهای ستفادهی دوبعددر هر دو م  شدها

 شوند: ذیل محاسبه می  ورتبهکه 
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ست.  یهاتعداد داده 𝑁 اینجا در که سهله ا  از متغیر حا ل 𝑥م

یانگین آن 𝑥 و مدل قادیر دقیق  𝑥𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡هاسوووت. همچنین م م
میانگین  𝑥𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡های آزمایشووگاهی یا حل تحلیلی( متغیرها و )داده

ها را روندی دادهجذر مربعات خاا بوده و هم 2R پارامترها اسوووت. آن
پارامتر نشوووان می هد. همچنین  اا یانگین(، مMAE)د مالق  یخ

 دهد.ها را نسبت به مقدار مرجع به دست میداده
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Fig. 2- Experimental setup of 1D CADAM dam-break test case 

 CADAM سد بعدي شکستمسئله یک آزمایشگاهي جانمایي -2شکل
 

 G10 سنجعمق يشده براارائه يآمار پارامترهاي -1جدول

Table 1- R-squared and MAE for depth results of gage G10 

RK-3 SM Parameters 

94.8 68.9 R2 (%) 

0.02 0.05 MAE 

 

  

Fig. 3- Experimental water depths compare to models results, G10 (a), G20 (b) 

 G20 ، و )ب(G10 )الف( هايسنجعمقدر محل  یشگاهيآزما يهادو مدل و داده از حاصلرقوم سطح آب  -3شکل

 

 
Fig. 4- Water depths after dam-break occurrence in both models 

𝒕آب پس از شکست، زمان  سطح -4شکل = 𝟎, 𝟑, 𝟔, 𝟗 𝒔 
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 ي: حجم آب مسطح نوسانيدوبعدمسئله 

 ,.Delis et al) اسوووتنادر  یدوبعد یانجر یلیتحل یهاحل

  ووورتبهدر این تحقیق  شوودهاسووتفادهی دوبعد. اما مسووهله (2011
س   آل بوده که حل تحلیلی آنایده  شدهارائه Thacker (1981)تو

سنججهت مهم  مراجعاز  و یکی سی عملکرد  یاعتبار   یهامدلو برر
ست ) یدوبعد سان حجم  . این(Delestre et al., 2011ا سهله نو م
معادله  کهدهد به دسووت می شووکل را یسووهمو بسووتر یک درونآب 

 ذیل است:  ورتبهبستر آن 
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له در عاد پارامتر 𝑧𝑏، (18) م اه،  فاع آب در هر نق بت  ارت  𝑧0ثا
ی نوسان کننده است. در این شعاع دایره 𝐿ی کانونی سهمی و  ا له

سهله  سانحجم آب م  ایساحل آب همواره دایرهبوده اما  دائماً در نو
 یشوووعاع نیز خواهد بود. مرکز این دایره 𝐶و مرکز  𝐿با شوووعاع ثابت 

با  نه 𝜉برابر  به مرکز دام بت  گام چرخش ا ،𝑂 ،را نسووو جاددر هن  ی
نشان داده شده است. با نوسان حجم  (5) شکل این مقادیر در. کندیم

 :خواهد بود ذیل ورت به جریان هایمعادلهآب، 
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𝜔ثابت  پارامترعمق آب و  ℎکه در این معادله  = √2𝑔𝑧0/𝐿 ،
است.  𝑇ی تناوب کامل بسامد چرخش حول مرکز دامنه در یک دوره

که جهت آن  اسووت V| = ξω|ی بردار سوورعت نیز مقدار ثابت اندازه
  محاسوووباتی کند. در این مسوووهله دامنهنسوووبت به زمان دوران می
-1.6 m≤(x,y)≤1.6 m  قادیر  z0=0.05 m ،L=1 mبوده و م

ی اگونهبهبرای دامنه محاسووباتی  ات اذشوودهاسووت. ابعاد  ξ =0.5و 
رسووود. برای اجرای این مسوووهله اسوووت که آب هرگز به مرزها نمی

لحاظ  x=∆y=0.025m∆های شبکه دامنه محاسباتی برابر با سلول
شووده اسووت. با توجه به حل تحلیلی، مرز دایره آب در زمان نوسووان 

ی ساحلی جریان و خاو  تراز دایره (6) شکل بایستی ثابت بماند. در
هار  به عمق پس از چ ناوب برای روش مربو   نشوووان  Strangت

ی نوسانی جریان پلانی از دایره (7) شکل است. همچنین در شدهداده
اسوت.  شودهدادهنشوان  3در همین زمان برای روش رانگ کوتا مرتبه

شده درتراز همخاو   شان داده  ستر بوده تا  (7) شکل ن مربو  به ب
ی سوواحلی جریان که نسووبت به ا ق مایل یری دایرهقرارگوضووعیت 

در هر دو مدل  آمدهدسووتبهباشوود. نتایج  درکقابلی خوببهاسووت، 
 . ازآنجاکهدهندمی نشان یخوببه را یانماندن ساحل جر یباقای دایره

ستهلاک  عملاً ا اکاک بستر وجود ندارد آل بوده واین مسهله ایده ا
  وواف سووا  وضووعیت بایسووتی مدل الذ د،دهیرخ نم انرژی جریان

 (8) شوووکل رد t=4Tدر زمان  وضوووعیت این کند که حفظ را جریان
شان  ست.  شدهدادهن سبت به  (8) شکل درا ضعیت جریان ن پرو یل و

سهمی ستر  وار )بالا(، در یک امتداد خاص، و نمودار مربو  به عمق ب
ستای همان امتداد، نشان  آب است. با توجه به  شدهداده)پایین(، در را

ی در درسووتبهدهند، روند جریان نتایجی که این دو مدل به دسووت می
شبیه  کارر تهبههای یج مدلنتاروندی شود. همسازی میهر دو مدل 

تایج حل تحلیلی  با ن مدل در خوببهدر این تحقیق  یت این دو  قابل ی 
 دهد.را نشان می عمقکمهای ی آبدوبعداجرای مسائل 

از هر دو مدل، برای قیاس  آمدهدستبهکننده نتایج راضی باوجود
سبت به هم از پارامترهای آماری مربو  به خاا در  عملکرد دو مدل ن

سی نتایج  ستفادهبرر ست. شدها  (9) شکل درکه  2Rیر بالای مقاد ا
های حل خوب بین نتایج هر دو مدل با داده روند، شووودهدادهنشوووان 

شان می سبت به حل تحلیلی را ن سی خاای نتایج ن دهد. اما برای برر
ست.  شدهارائه (10) شکل در مالق یخاایانگین م ارامترپتحلیلی،  ا

مشاهده قابل (10) شکل شده درنشان داده یطور که از محورهاهمان
م تلف  یمالق عمق پس از تکرارها یخاا یانگینم یراسوووت، مقاد

باشووود که مقدار پایین خاا در تکرارهای میدر ووود  15/0تر از کم
ی بیانگر عملکرد مناسووب هر دو مدل بوده علاوه بر این خوببهمتوالی 

های مکانی، در برخورد با ترم کارر تهبههای چینش مناسووبی از روش
ا در این دو مدل نشووان زمانی ر گیریانتگرالهای ها و روشترم منبع

و با  مرورزمانبهوجود در روش رانگ کوتا مرتبه سوووه ینباادهد. می
عمق روندی ا زایشی مالق  یخاا یانگینما زایش تکرار محاسبات، 

 ماند.یکنواخت باقی می  ورتبهتقریباً  Strangداشته ولی در روش 

انی، ماابق در هر گام زم 3روش رانگ کوتا مرتبه ازآنجاکهوجود ینباا
روزرسوووانی متغیرها به گام بعد (، از چندین مرحله برای به14معادله )

کند، لذا ا زایش خاای اندکی که در روش رانگ کوتا اسوووتفاده می
تواند ناشووی از تجمع خاا در مراحل شووود، میمشوواهده می 3مرتبه

 م تلف این روش باشد.
ستمالق بههمچنین میانگین خاای  سرعت برای اندا آمدهد زه 

مدل کم اای مالق  .در وووود اسووووت 4تر از در هر دو  میزان خ
ستبه سرعت در آمدهد شان می (10) شکل برای اندازه  دهد که در ن

تری میزان خاای کم 3روش رانگ کوتا مرتبه مدلسوووازی،شوووروع 
دارد. این نکته با توجه به اینکه در ابتدای  Strangنسوووبت به روش 
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مدلسوووازی، نمودار مربو  به میانگین خاای مالق روش رانگ کوتا 

یرد قوابول گمیقرار  Strangزیر نمودار مربو  بوه روش  3مرتبوه
و با ا زایش تعداد تکرارها میزان  مرورزمانبهوجود ینباااستنبا  است. 

خواهد بود و  Strangمشابه با روش  3خاا در روش رانگ کوتا مرتبه
شوند. لذا با یباً منابق میتقرازه سرعت هر دو روش نمودار خاای اند

مدل، می مان اجرای  که هر دو روش ا زایش ز جه گر ت  توان نتی
شت.  سرعت خواهند دا شابهی در برآورد اندازه  وجود، ینبااعملکرد م

 3خاای ا زایشی مربو  به عمق جریان که در روش رانگ کوتا مرتبه
تفاده از این مدل جهت حل شووود، لزوم احتیا  در اسوومشوواهده می

ستند  عمقکمهای ی آبدوبعد هایمعادله سان جریان ه که دارای نو
ی دوبعددر حل مسائل  Strangدهد. لذا استفاده از روش را نشان می

اای کمعمقکمهای آب ید خ یل تول به دل نان تر، می،  ند اطمی توا
 تری نسبت نتایج حا ل از حل مسهله را به دست دهد.بیش

 

 
Fig. 5- Initial conditions of planar vacillatory water-body 

 يحجم آب مسطح نوسان يهاول یطشرا -5شکل

 

 
Fig. 6- Depth contours of Strang method at t=4T 

 t=4Tدر زمان  Strang (SM) روش يعمق آب برا کانتورهاي و جریان ساحل وضعيت -6شکل
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Fig. 7- Depth colorbar of RK-3 method at t=4T  

 t=4Tدر زمان  (RK-3) 3رانگ کوتا مرتبه روش يآب برا سطح و رقوم جریان ساحل يتوضع -7شکل
 

 
Fig. 8- Water level position relative to bed and depth in RK-3 method (Numerical and analytical 

solutions have overlap) 
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values of depth and absolute velocity of both method 2R -9Fig.  

 Strang (SM)( و روش RK-3)  3مرتبهبراي روش رانگ کوتا  سرعت يعمق و اندازه 2R ریمقاد -9شکل
 

 
Fig. 10- MAE values of velocity (up) and depth (bottom) of both method 

 هر دو مدل در)بالا( و عمق جریان )پایين(  سرعت اندازهمطلق خطاي  ميانگين پارامتر -10شکل
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 رييگجهينت
های ترمعددی  گیریانتگرالا وووالاحاً یا  یروزرسوووانبهانجام 

ستفاده از عمقکمهای دوبعدی آب هایمعادله زمانی های با روش با ا
دارند.  ترییینبوده اما دقت پا یدارترپا یاول از لحاظ عدد دقت مرتبه

پایداری  دارای مشوووکلاتبا مراتب دقت بالاتر  یهادر مقابل روش
ند شووودعددی  مدل خواه بب واگرایی   یلدل ینبه هم. بوده و سووو

به دو که دارا یهاروش نابینب هاییژگیو یبا دقت مرت ند  ی هسوووت
سترده  زیاد  ورت گر تهرغم تحقیقات علی. اندیداکردهپ یاکاربرد گ

با توجه به بررسوووی های مکانی، وص نحوه برخورد با ترمدر خصووو
زمانی  هایخورد با ترمنویسوووندگان، تحقیقات در خصووووص نحوه بر

سیبوده و تر کم هامعادله د های موجوهای  ورت گر ته از روشبرر
دو روش  تحقیق این در اسووت. لذا بعدییکمسووائل  حل محدود به

که  Strangو روش  3متفاوت رانگ کوتا مرتبه زمانی گیریانتگرال
متداول در تحقیقات م تلف   وووورتبه بوده و دو دقت مرتبه دارای

دو مدل که جهت  برای این کار .اندقرارگر ته یموردبررس اندکارر تهبه
ستفاده  عمقکمهای آب یدوبعد هایمعادلهحل  که در  مارح گردیدا
جهت  Strangو  3گ کوتا مرتبهنها یکی از دو روش رایک از آن هر

برای اینکه بتوان است.  شدهاستفاده هامعادلههای زمانی برخورد با ترم
زمانی قضووواوت  گیریانتگرالهای منحصوووراً در مورد عملکرد روش

ای یکسوووانی برای گسوووسوووته کردن  هنمود، در هر دو مدل از روش
پایداری و عملکرد  ها اسووتفاده شوود.های مکانی و اعمال ترم منبعترم

 کراتبهو  شووودهگزارشها در تحقیقات م تلف مناسوووب این روش
فاده تهمحققین  مورداسوووت ندقرارگر  مدلا یل  برای ها، . پس از تکم

اجرا  دو مسووهله که دارای نتایج دقیق هسووتند هاعملکرد آنبررسووی 
که دارای ترم منبع ا اکاکی  شکست سد بعدییکدر مسهله گردید. 

ست ضنتایج هر دو مدل اناباق ، ا شگاهی  ایکنندهیرا با نتایج آزمای
 وجودینباادهند. نشان می یخوببهداشته و روند کلی نوسان جریان را 

سان جریان  3مرتبهروش رانگ کوتا  ست که نو شک شروع  تر یشبدر 
ست  سیار  مقادیربا ا زایش زمان، هر دو مدل  اما .بهتری دارددقت ا ب

مشابهی  تقریباًداشته و نتایج  آزمایشگاهی هایدادهنزدیکی نسبت به 
ثابت  آل که یک حجم آبایده یدوبعددر مسهله دهند. را به دست می

ماابق حل تحلیلی  ،بسووتر سووهمیوار اسووت در حال نوسووان در یک و
سهله ماند. می باقیای دایره  ورتبههمواره ساحل جریان  در این م

که  ماندهیباقای دایرههای م تلف نتایج هر دو مدل در نوسووواننیز 
شان  یدوبعد هایجریان  حی روند در برآورد  هاقابلیت مدل دهندهن

مدل اسووووت. همچنین  یانگین مالق در هر دو  اای م قادیر خ م
ستبه سرعت آمدهد چینش  ک بوده که بیانگراند برای عمق و اندازه 

ناسوووب روش تهبههای م با کارر  کانی و ترم ترم در برخورد  های م
، خاای میانگین مالق در روش رانگ کوتا وجودینباا. اسوووتها منبع
علت این  یابد.ا زایش می یکندبهها، با ا زایش تعداد نوسووان 3مرتبه

سباتی  م تلف هایگامتواند ناشی از وجود امر می در روش رانگ محا
خاای اندک در مراحل م تلف یک که  یاگونهبهباشوود  3کوتا مرتبه

تجمعی   ووورتبه یدوبعدموجود در این روش، در برخورد با مسووائل 
ید. به وجود می ما در روش آ تایج  Strangا یانگین مالق ن خاای م

عداد تکرارها  آمدهدسوووتبه میزان خاا یکنواخت بوده و با ا زایش ت
 یابد.میا زایش ن

 

 تقدیر و تشکر
 یآن برا یمدرس و معاونت پژوهش یتاز دانشگاه ترب یسندگاننو

 ند.نماییمقدردانی  یقتحق یهاینههز تقبلو  یلاتارائه تسه
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