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Introduction 

More efficient decisions in groundwater problems can be improved by increasing modeling accuracy. The 

mesh-free numerical model is a way to achieve this goal. In recent years, various mesh-free methods for 

modeling groundwater have been developed. This paper aims to develop groundwater models by mesh-free 

methods, including Analytical Element Method (AEM) and Point Collocation Method (PCM). The AEM 

is an idealistic perception of the linear superposition concept (Strack, 1987). The PCM uses a set of points 

scattered within the domain of the problem that transforms the governing partial differential equations into 

algebraic equation systems and does not need any predefined mesh (Liu & Gu, 2005). 

 

Methods 

Astaneh-Kuchesfahan plain is one of the agricultural centers in the province of Gilan located between 

Tehran and the southern basin of the Caspian Sea in the north part of Iran. The geographical location of the 

Astaneh-Kouchesfahan aquifer is shown in Fig. (1).  

In this research, analytic element and point collocation mesh-free methods are used for groundwater 

modeling. The analytical element method is essentially a version of the superposition techniques. This 

method uses the exact analytical functions, and it doesn't need mesh-dependent interpolation functions 

(Fitts, 2012 ). Some points are distributed on the computational domain in the point collocation method, and 

the shape functions are created to solve the governing equation. This method is used to solve many partial 

differential equations with boundary conditions (Liu & Gu, 2005). The flow models are applied for 

groundwater modeling of the Astaneh-Kouchesfahan aquifer, and their results are compared. Particles 

Swarm Optimization (PSO) algorithm is used for the calibration of flow models. The models are 

developed by Python Object-Oriented Programming (OOP) language. The results of the AEM flow model 

based on the equipotential contour lines are shown in Fig. (2). Figure (3) also shows the nodal arrangement 

in the problem domain for the PCM model and geometry of the support domain. 
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Fig. 1- Geographical location of Astaneh-Kouchesfahan plain (Saatsaz et al. 2013) 

 

 
Fig. 2- The equipotential contour lines based on the AEM flow model results 

 

 
Fig. 3- Nodal arrangement for the case study  
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Fig. 4- Comparing the hydraulic head of the AEM and PCM model results and the observed data  

 

Figure (4) shows the hydraulic head resulted from the developed AEM and PCM model comparing to the 

observed data for 54 observed wells. The analytical element model result's Mean Error (ME) and Root 

Mean Square Error (RMSE) are equal to 0.382 m and 2.805m, respectively. Table (1) shows the Calibration 

results for the difference value of Cs in the PCM model. The values of objective functions for PCM results are 

presented in Table (2).  

 
Table 1- Calibration results for difference value of Cs 

ME 

(m) 

RMSE 

(m) 

Nash 

function  

Transmissivity 

)/day2m( 

Hydraulic 

Conductivity (m/day) 
sC 

0.02 0.148 0.78 450-1200 9.128 1500 

0.493 3.629 0.85 300-940 13.124 3000 

0.123 0.907 0.91 410-1100 11.03 4500 

 

Table 2- The values of objective functions for PCM results 
ME (m) RMSE (m) Nash function Cs 

0.145 0.897 0.94 4500 

  
After sensitivity analysis, the mean error and root mean square error of the results of the point collocation 

model are decreased to 0.145m and 0.897m. Comparing the two model results shows that the prediction of 

the point collocation method is better than that of the analytical element method.  

 

Conclusion 

In this study, two mesh-free methods contain AEM and PCM models are developed for groundwater 

modeling. Then the models are applied for Astane-kuchesfehan aquifer. The PSO algorithm is used for the 

calibration of the flow models. The model results are compared together and with the observed data for the 

hydraulic head of 54 observed wells. The analytical element model result's mean and root mean square error 

are equal to 0.382 m and 2.805m, respectively. Also, the mean error and root mean square error of the 

results of the point collocation model are equal to 0.145m and 0.897m, respectively. According to the 

results, the PCM model results are more accurate than the AEM flow model results. 
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 کوچصفهان -مدل سازي جریان آب زیرزميني آبخوان آستانه
 

 *2مهناز قائینی حصاروئیه و 1آرمان محمدی

 

دانشگاه تحصیلات تکمیلی صنعتی وفناوری ، دانشکده مهندسی عمران و نقشه برداری آب،مهندسی -کارشناسی ارشد مهندسی عمران آموختهدانش -1
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  mghaeini@uk.ac.ir دانشگاه شهید باهنر کرمان، کرمان فنی و مهندسی، عمران، دانشکده بخش مهندسی دانشیارنویسنده مسئول،  -*2

 

 14/11/1398پذیرش:   10/11/98بازنگری:  26/2/96دریافت:

 چکيده

های رسیدن به این افزایش داد. یکی از راه سازیتوان با افزایش دقت مدلکارایی تصمیمات مدیریتی در مسائل آب زیرزمینی را می

 ای جهتآیی نقطهالمان تحلیلی و هم دو روش بدون شبکه باشد. در این تحقیق،های مستقل از شبکه میمهم، استفاده از روش

باشد سازی جریان آب زیرزمینی مورد استفاده قرار گرفتند. روش المان تحلیلی که برداشتی آزاد از مفهوم برهم نهی توابع خطی میمدل

ای به جای استفاده از آیی نقطهپردازد. در روش همسازی جریان میبه کمک توابع تحلیلی دقیق و مستقل از وسعت دامنه منطقه به مدل

شود؛ این روش عددی، در حل بسیاری از معادلات دیفرانسیل شده استفاده میر روی دامنه مدل، از یک سری نقاط پخشب ندیبشبکه

-های میدانی دشت آستانهسازی و مقایسه دقت هر روش، از دادهشود. جهت بررسی نحوه مدلی با شرایط مرزی استفاده مییجز

ه شده توسط یهای ارایافته نیز توسط الگوریتم اجتماع ذرات انجام شد. توسعه مدلهای توسعهکوچصفهان استفاده شد. واسنجی مدل

مربعات خطا  ریشه میانگینمتر و  382/0 میانگین یخطاگرا پایتون انجام گردید. نتایج مدل المان تحلیلی نویسی شیزبان برنامه

مربعات ریشه میانگین متر و  145/0 میانگین خطای حساسیت، ای نیز بعد از تحلیلقطهآیی ندر روش هم دهد.متر را نشان می 805/2

ای نتایج بهتری را نسبت به مدل المان آیی نقطهمقایسه نتایج دو روش مذکور نشان می دهد که روش هم. دست آمدهب متر 897/0خطا 

 بینی کرده است.تحلیلی پیش
 

 آب زیرزمینی. سازیمدل کوچصفهان،-آستانه ای،آیی نقطهن تحلیلی، روش همروش الما :هاهواژکلید

 

 مقدمه
های سطحی، توجه به منابع آب زیرزمینی با توجه به کمبود منابع آب

حرکت و نوسانات آب در محیط گیری افزایش یافته است. نحوه طور چشمبه
ترین متخلخل با توجه به خواص محیط پیرامون آن، یکی از پیچیده

یابی به این مهم به کمک باشند. دستیندهای مهندسی طبیعت میافر
یند را به کمک حل اپذیر است که این فرهای ریاضی پیچیده امکانروش

 ,Wang and Anderson)نمایدسازی میعددی توابع ریاضی شبیه

شده مانند المان محدود و تفاضل محدود با های شناختهروش .1995)
بندی بر روی دامنه منطقه مورد نظر اقدام به حل استفاده از شبکه

وجود شبکه و حل  نمایند.زیرزمینی می حاکم بر جریان آبهای همعادل
عدم یابی باعث ها و استفاده از توابع درونحاکم بر روی گره هایلهمعاد

کاهش دقت نتایج از یک سو و ارتباط مستقیم پیچیدگی  گاهیپیوستگی و 
 .(Craig, 2004) گرددمحاسبات با وسعت دامنه مدل از سوی دیگر می

شده های محاسبهجهت ایجاد پیوستگی و یکنواخت نمودن مقادیر سرعت
 Pokrajac andاند )یافته یابی بسیاری توسعههای درونها روشدر گره

Lazic, 2002را به پارامترها توان ها هرگز نمی(. اما با وجود این تلاش
 نمود.صورت کامل از شبکه مجزا 

روش المان تحلیلی یک روش عددی بدون شبکه بر پایه اصول نظریهه 
باشد. این روش با تبدیل معادله حاکم بر جریان آب زیرزمینی بهه پتانسیل می

، ( Poisson) پواسههن ،(Laplace) شههکل معههاداتی از قبیههل اپههلا 
در قاله  دبهی  (Biharmonic) هارمونیکو بای (Helmholtz) هولتزهلم

صورت توابع خطی و برهم نههی ایهن پتانسیل و حل تحلیلی این معادات به
هها (. ایهن ویگگیStrack, 2009ان مهی پهردازد )سازی جریتوابع، به مدل

های دقیقهی بهرای منطقه، جوابباعث شده این روش بدون توجه به وسعت 
 Strack et al.,1987, Bakker et) مناطق با مقیا  بزرگ تولید نمایهد

al.,1999). 
آیی نقطه ای نیز یک روش عددی بدون شبکه بهوده کهه در روش هم

ی بها یهحل بسیاری از مسائل به شکل معهادات دیفرانسهیل معمهولی و جز
سیسهتم معهادات ایهن روش (. Kansa, 1990شرایط مرزی کاربرد دارد )

جبری را بهرای کهل دامنهه مسهبله بهدون اسهتفاده از شهبکه و بهه کمهک 

mailto:mghaeini@uk.ac.ir
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 Liu and)سهازد شده در داخل دامنه مسهبله میای از نقاط پخشمجموعه

Gu, 2005.)  به همین دلیل علاوه بر حفظ زمهان مهورد نیهاز بهرای تولیهد
ها و سههازیمدلتوجههه و زمههان زیههادی را در توانههد هزینههه قابلشههبکه، می

جویی نماید. در زمینه مطالعات آب زیرزمینهی بهه کمهک ها صرفهسازیشبیه
 Meenal andای مطالعات مختلفی انجام شده اسهت )آیی نقطهروش هم

Eldho, 2011) این مطالعات به صورت مشترک به آسان بهودن نحهوه  که
یهن سازی به کمک این روش و در عین حال دقهت نتهایج حاصهل از امدل

آیههی روش هم Rastogi (2017) وPathania . انههدروش اشههاره نموده
را مهورد مطالعهه قهرار دادنهد.  ای با روش حل گالرکین در حالت ناپایدارنقطه

 درصهد 4/0داد که این روش نسبت به روش المان محدود تنهها  نتایج نشان
در بنهدی را نیهز دارا نیسهت کهه ی از مشهای ناشهخطا داشته و محدودیت

بهه عنهوان یهک روش مهورر در  اییهی نقطههآاز روش هم تهوانمی نتیجه
 Craig وRanjram . نمههودسههازی جربههان آب زیرزمینههی اسههتفاده مدل

تغییراتی باعث افزایش کارایی روش المان تحلیلهی  مبا انجا )2018(
باعهث  ،ها با استفاده از نقاط تمرکز خاصیی  که آنتشدند به این تر
هها را های هیدرولوژیکی شده و مرزهای آنویگگی ربهبود توابع بیانگ
 .بهبود بخشیدند

شده دو روش بدون شهبکه المهان تحلیلهی و های ذکربا توجه به برتری
سازی جریان آب ای، در تحقیق حاضر این دو روش جهت مدلنقطه آییهم

مورد استفاده قرار گرفته و دقهت نتهایج  کوچصفهان-آستانهزیرزمینی آبخوان 

های مشهاهداتی منطقهه مهذکور چنین دادهدیگر و هممقایسه با یک ها درآن
شهود. در ادامه، منطقه مورد مطالعه معرفهی می. گرفته استمورد بررسی قرار 
سهازی و نتهایج ای، نحوه مدلآیی نقطههای المان تحلیلی و همسپس روش
 گردد.ه میییافته اراهای توسعهمدل سازیحاصل از پیاده

 

 هاروشو مواد 
 معرفي منطقه مورد مطالعه

کوچصفهان یکی از منابع مهم تهممین آب اسهتان -آبخوان دشت آستانه
کیلومترمربهع و  1343( مساحت این دشهت 1مطابق شکل )باشد. گیلان می

تها  35˚ 34′و عهر  جغرافیهایی  50˚ 15′تها  49˚ 30′در طول جغرافیایی 
مناطق پر بهاران ایهران محسهوب  واین منطقه جز شده است.واقع  35˚ ′48
سهاله  40طوری که بارندگی متوسط سالیانه آن با توجه بهه آمهار به ،شودمی
(. میهزان برداشهت از Saatsaz et al., 2013متر اسهت )میلی 1430حدود 

باشهد می میلیون مترمکعه  در سهال 2/44منابع آب زیرزمینی منطقه حدود 
(Khorramdel et al., 2008منطقه از نظهر زمین .) شناسهی در جنهوب

شده و به عنوان یهک بخهش از محهدوده تکتهونیکی البهرز  دریای خزر واقع
 670ترین رود این حوضهه، سهفیدرود بها طهولی برابهر مهمشود. شناخته می
یلیهون م 4/3998طور متوسهط دهی سالیانه این رود بههباشد. آبکیلومتر می

 (.Mirmoshtaghi et al., 2012مترمکع  بوده است )

 

 

 
Fig. 1- Geographical location of Astaneh-Kuchesfahan plain (Saatsaz et al., 2013) 

 (Saatsaz et al., 2013) کوچصفهان-ت جغرافيایي دشت آستانهموقعي -1شکل 
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 مدل مفهومي منطقه

کوچصفهان دارای سهفره آزاد بهوده و -، دشت آستانههایمطالعهطبق 
بر روی ایه ر  نفوذناپهذیر دوره ژوراسهیک قهرار گرفتهه اسهت. بیشهترین 

متهر و در  40مرکز دشت و کمترین ضخامت آن متر در  250ضخامت سفره 
دامنهه مهدل از طهرر شهر  و (. Saatsaz, 2012باشهد )شمال دشت می

ژوراسهیک و مصهالر رسهوبی -های مرکه  تریازیهکغرب توسط صهخره
یک محدود شده است، از طرفی با بررسی خطوط تهراز آب زیرزمینهی یسنوزو

 Saatsazد )شهوجهت جریان از سوی جنوب به سمت شمال مشخص می

et al., 2013 در نتیجه مدل از طرر شهر  و غهرب بهه عنهوان دو مهرز .)
های شود. مرز جنهوبی توسهط مخهروط افکنههبدون جریان به مدل وارد می

متر محدود شده است، مرز شمالی نیهز دارای  40پتانسیل سفیدرود با خط هم
نتیجهه ایهن دو کیلومتر بوده و در امتداد سهاحل قهرار دارد در  50طول حدود 

مرز به صورت مرزهای با بار آبی مشخص به مدل وارد می شود. این مرزهها 
کیلهومتر را تشهکیل  136کیلومترمربع و محیط  942ای به مساحت محدوده
متهر بهااتر از سهطر  40طور متوسهط از دهند. سطر آب زیرزمینهی بههمی

کنهد. میهزان غییهر میمتر پایین تر از سطر دریاهای آزاد ت 25دریاهای آزاد تا 
تغذیه و تخلیه سفره نیز با توجه به مطالعات انجهام گرفتهه در دسهتر  مهی 

مترمربهع در  500انتقهال از  (. قابلیتKhorramdel et al., 2008باشد )
های مرکهزی مترمربع در روز بهرای قسهمت 4000روز در قسمت شمالی تا 

 2000این مقدار حهدود  کند، در فاصله بین شهرهای رشت و آستانهتغییر می
(. در تحقیهق Saatsaz et al., 2013مترمربع در روز محاسبه شده اسهت )

متهر  15سعی اولیه، برابهر  برایحاضر هدایت هیدرولیکی کل منطقه رابت و 
این مقدار رابت، میانگین وزنی مقهدار ههدایت   .در روز فر  شده است

سهازی توجهه بهه مدلبا در منطقه مورد مطالعه  ناحیههر هیدرولیکی 
Saatsaz et al (2013)  .می باشد 

 
 مدل جریان آب زیرزميني

فورشهایمر بهه عنهوان یهک فهر  -در این تحقیق از فرضیات دوپویی
در ایهن تحقیهق، بینانه در مدل سهازی اسهتفاده شهده اسهت. از طرفهی واقع
 ( انجام گردیده است.1سازی در حالت پایدار به شکل رابطه )مدل
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x y

h h
T T N
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( -میهزان تغذیهه ) ( و یها تخلیهه ) Nبار آبی و  h قابلیت انتقال، T که
 باشد.دهنده جهت محورهای مختصات کارتزین مینشان yو  xسفره و 
 

 روش المان تحليلي

در این روش هر المان، یک تابع ریاضی بهوده کهه همهراه یهک شهرط 
مرزی خاص، داخل دامنه جریان وجود داشته و به سهم خود بهر تغییهرات آن 

کننهده یهک ها هر کدام بیان(. المانRabideau et al., 2007مورر است )
 هها( بهاباشند. این توابهع )المانویگگی هیدرولوژیکی یا ژئولوژیکی منطقه می
دهند. به کمهک ایهن معادلهه هم جمع شده و تشکیل یک معادله کلی را می
آبهی در ههر نقطهه را  توان بهارکه ممکن است شامل صدها عبارت باشد می

(. در روش المان تحلیلی جهت ایجهاد توانهایی Fitts, 2012محاسبه نمود )
دبهی سازی شرایط مختلف آبخوان، معادات جریان در قاله  روش، در مدل

 (: ,2009Strackشوند )( معرفی میتانسیل )پ
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                                               )2( 

 
 ( در قال  دبی پتانسیل عبارت است از:1به این ترتی  رابطه )

 
2 N                                                                        )3(

  
با توجه به آزاد بودن سیستم آبخوان در این تحقیق، بهرای بهه دسهت آوردن 

 T=Khتهوان بها در نظهر گهرفتن میزان بار آبی از روی دبهی پتانسهیل می
 مطابق زیر عمل نمود:
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بوده و در بیشهتر مواقهع جههت  رابت uCهدایت هیدرولیکی منطقه و  Kکه 

در روش المههان  . (Fitts, 2012) شههودسهههولت صههفر در نظههر گرفتههه می
( معرفهی 5تحلیلی معمواً توابهع بهه صهورت مخهتلط و بهه شهکل رابطهه )

 (.Fitts, 2012شوند )می
 

( ) ( ) ( )z z i z                                                       )5( 
 

)که  )z  ،پتانسیل مختلطz=x+iy  ،مختصات مخهتلط( )z  دبهی

1iپتانسیل،     و( )z در ایهن تحقیهق، باشهد. تهابع جریهان می
، (Line Sink) سازی، به المان های جریان یکنواخهت، فهروخطجهت مدل
 نیاز است. (Point Sink) و فرونقطه (Area Sink) فرومنطقه

المان جریان یکنواخت یک جواب ساده از حل معادله اپلا  می باشد. این 
 شود:به صورت زیر معرفی می المان

 

( ) ( ) i
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)که  )uf z  ،پتانسیل مختلط ناشی از جریانoQ  ،میزان دبهی جریهان

z  ،مختصات مختلط  زاویه جریان با محهورx  هها وrefz  مختصهات

 .(Craig, 2004)باشد مختلط نقطه مرجع می
ههای افقهی و هها، چاهزهکشها، سازی رودها، کانالالمان فروخط برای مدل

 Bakker andحتهی مرزههای آبخهوان مهورد اسهتفاده قهرار مهی گیهرد )

Kelson, 2009ههای های با نرخ دبی متغیر، به فروخط(. اصطلاحاً فروخط
 ,Janković and Barnes( معرور هسهتند )7با مرتبه باا مطابق رابطه )

1999.) 
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شده یا مشخص شده توسط شهرایط مهرزی المهان، ضرای  محاسبه naکه 

mT  وnT ای های چبیشفچندجمله (Chebyshev) ،N های مرتبه سهری
نیهز  Zباشهد. برای فروخط یک و در غیر این صورت صفر می چبیشف، 

موقعیههت المههان در سیسههتم مختصههات محلههی بههوده و برابههر اسههت بهها 

 
1 2
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2 ( )z z z

z z

 


باشند. تهابع مختصات نقاط را  المان می 2zو  1zکه  

f(n,m;Z) ( نیز به شکل رابطه 7در رابطه )(8) شود )بیان میJanković 

and Barnes, 1999:) 
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باشهد آبخوان میالمان فرومنطقه برای مناطقی که دارای تغذیه و یا تخلیه از 

 Rabideauشود )( بیان می9مورد استفاده قرار می گیرد و به شکل رابطه )

et al., 2007 :) 
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دهنده نشهان Qشهده توسهط شهرایط مهرزی، ضرای  محاسبه nbو  naکه 
نیههز شههعای دایههره اسههت.  cRای و تغذیههه یهها تخلیههه از منطقههه دایههره

c

c

z z
Z

R


  کهcz باشدمختصات نقطه مرکزی دایره می 

شود و بهه های تغذیه یا تخلیه استفاده میالمان فرونقطه برای نشان دادن چاه
 گردد.( معرفی می10شکل رابطه )

 

( ) ln( )
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w
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Q
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
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)که  )wl z  ،پتانسیل مختلط المان فرونقطهwQ  ،نهرخ برداشهت از چهاه

wz  مختصات مختلط چاه وz=x+iy مختصات مکانی مخهتلط فرونقطهه 
 باشد. میمورد نظر 

های اولیه مربوط به مشخصات آبخهوان، در مدل المان تحلیلی ابتدا داده
ضرای  هدایت هیدرولیکی، تخلخل و . . .  به مدل داده مهی شهوند، سهپس 

ف شهده، های فراخهوانی کهه بهرای ههر المهان تعریهمدل با توجه به دستور
( 6هها در روابهط )کند، این الماناعمال می مورد نیاز خود را به المان هایداده
باشهند صهورت مخهتلط میها بهکه المانجاییاند. از آن( معرفی شده10الی )
کهه  حقیقیدر یک ماتریس خالی جمع آوری شده و قسمت  موهومیبخش 

مانهد. در مرحلهه باقی مینخورده دست ،شودبه عنوان تابع جریان شناخته می
کهه  صهورتیدر ،دوشهبعد با مشخص کردن یک شرط از مدل خواسهته می

هها را در یهک مهاتریس خهالی ضرای  دبهی پتانسهیل مشهخص اسهت آن
بهه کمهک  ،معلوم هسهتندکه ایهن ضهرای  نها صورتیآوری نماید و درجمع

های بدون های با بار آبی مشخص یا مرزشرایط مرزی مشخص از قبیل مرز
ها را حل نمایهد. جههت حهل دسهتگاه ضهرای  جریان و تشکیل دستگاه، آن

در زبهان  NumPyکتابخانه  linalg.solve هایمعادلهنامشخص از تابع حل 
پایتون یک زبهان مفسهر و مناسه  بهرای توسهعه مهدل  پایتون استفاده شد.

ی دست آمدن ضرای  نامشخص که به کمک بهر ههم نههبعد از به. باشدیم
شود، رابطه دبی پتانسیل  مشهخص شهده و بها قهرار تشکیل می هایهمعادل

توان تنها مجهول رابطه که میزان بار آبهی اسهت را ( می4دادن آن در رابطه )
مرزهای بدون جریان، مرزهای با بار آبی مشهخص و رودخانهه  دست آورد.به

برای وارد کهردن شوند. های فروخط به مدل اعمال میمنطقه به عنوان المان
 میزان تغذیهه از طریهق بارنهدگی بهه آبخهوان، از المهان فرومنطقهه اسهتفاده

ها در منهاطق مختلهف نیهز از سازی میزان برداشت از چاهشود. برای مدلمی
ازم بهه ذکهر اسهت ایهن روش یهک روش شود. المان فرونقطه استفاده می

یزان دقیق بار آبهی توان مبرداری بوده و با مشخص بودن مختصات نقاط می
 در آن نقطه را مشخص نمود.

 

 ايآیي نقطهروش هم

دیفرانسیل با مشهتقات معمهولی  هایمعادلهاین روش برای حل تقریبی 
شود. در ایهن روش حهل دقیهق معادلهه ی با شرایط مرزی استفاده میییا جز
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 شهده اسا  انتخهاب توابهع آزمهون بنهاای که بردیفرانسیل با یک چندجمله
یابی بهه جهواب تقریبهی یهک مسهبله، برای دستشود. ، تقری  زده میاست

ساخت تهابع  برایاولین کار تقری  تابع میدانی با استفاده از توابع شکل است. 
شکل فقط یک مجموعه از نقهاط میهدانی در یهک دامنهه محلهی کوچهک 

شوند. در نتیجه تابع شهکل تولیدشهده فقهط بهرای همهان دامنهه استفاده می
باشهد کاربرد داشته و خارج از آن صفر می ،ه دامنه حمایتی نام داردکوچک ک

(Liu and Gu, 2005 .) های مختلفی وجهود روشبرای تولید توابع شکل
 ای شهعاعییابی نقطههدارد که در حالت کلی به سه گروه اصلی روش درون

(Radial Point Interpolation Method)  میانگین حهداقل مربعهات و
شوند. هر کهدام از ایهن بندی میتقسیم ایای چندجملهیابی نقطهروش درون

کنند. با استفاده از ایهن توابهع پایهه و ها از توابع پایه خاصی استفاده میروش
دنبال نمودن یک روند مشخص در هر گروه، در نهایهت توابهع شهکل تولیهد 

در ماتریس جهواب  (Singularity) برای غلبه بر مشکل تکینگی گردند.می
اند ای شعاعی پیشهنهاد شهدهای، توابع پایهای چندجملهیابی نقطهروش درون

(Liu and Gu, 2005 در این حالت تابع تقریبی برای مسبله مهورد نظهر .)
 : (Liu and Gu, 2005) در تحقیق حاضر برابر است با
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توابع پایه شعاعی بوده و در حالهت دو بعهدی مطهابق رابطهه  y)x(iR ,که 
 ( بیان می شود.12)
 

2 2 2 2( , ) ( ( ) ) ( , )s

i i c c i i sR x y r d R x y r C    

(12)                                                                                        
 

در این تحقیهق  باشد کهمیها در دامنه حمایتی فاصله بین گره cdکه در آن 
0.5s   1,2,3وc  و در حقیقههت  ه اسههتدر نظههر گرفتههه شههد

s c cC d .این ضری  به هندسهه و میهزان وسهعت دامنهه  می باشد
تهر باشهد، دامنهه حمایتی وابسته است. هر چه مقهدار ضهری  مهذکور بزرگ

تر بوده و در نتیجه نقاط بیشتری تحهت پوشهش قهرار خواههد حمایتی بزرگ
جریان آب زیرزمینی و رابهت فهر  گیری از معادله حاکم بر با مشتقگرفت. 

 آید:دست میهکردن هدایت هیدرولیکی رابطه زیر ب
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( بهه صهورت روابهط زیهر نوشهته 12(، مشتقات رابطه )13با توجه به رابطه )
 شود:می
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 آید:دست میه( رابطه زیر ب13( در رابطه )11گذاری رابطه )با جای
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توان بعد از محاسبه تابع شکل هر دامنه حمهایتی و ترکیه  به این ترتی  می
 های حمایتی برای کل مسبله، مقدار بار آبی را محاسبه نمود.تمام دامنه
 جملهههای اولیهه بهه مهدل از ای بعد از اختصاص دادههم آیی نقطهدر مدل 

( 12ضرای  انتقال و ابعاد دامنه حمایتی به محاسبه تابع شکل مطابق رابطهه )
شهود. در نهایهت ایهن ( پرداخته می17( الی )14و مشتقات آن مطابق روابط )
( قرار داده شده و بعد از ادغهام 18مشخص در رابطه )توابع بر حس  بار آبی نا

شهود. در نهایهت بهه کمهک ، یک دستگاه معادات تشکیل میهامعادلهاین 
شرایط مرزی مشخص و حل این دستگاه، مقادیر بهار آبهی کهه مجههوات 

 آید.دست میبه ،باشندمی
رژیهم  . با توجهه بههشد هاها اقدام به واسنجی آنسازی مدلبعد از پیاده

می جریان، نتیجه واسنجی مقدار هدایت هیدرولیکی بود. البتهه بها در نظهر اید
گرفتن تمریر رودخانه، میزان هدایت بستر رود کهه تهابعی از طهول، عهر  و 

بها  .آیهددسهت مینیز از واسهنجی به ،هدایت هیدرولیکی کف رودخانه است
، جههت 1389توجه به تغییهرات نهاچیز میهزان ذخیهره آبخهوان در فهرودین 

واسنجی مدل، آمار این ماه انتخاب گردید. در حقیقت میزان تغذیهه و تخلیهه 
جههت واسهنجی از الگهوریتم در این ماه برابر است. در تحقیق انجام گرفتهه 

صورت است کهه در ههر  نیبه ا تمیروند کار الگوراجتمای ذرات استفاده شد. 
(، هر ذره با توجهه بهه تمیبه الگور یورود یها)داده تیمرحله از حرکت جمع

جهواب از لحهها   نیمقههدار، بهتهر نیشهود. اولهیروز مبههه نیدو مقهدار بهتهر
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دست آمهده اسهت. طور جداگانه بههر ذره به یاست که تاکنون برا یستگیشا
شهود. یم دهیهنام pbestاست که بهه نهام  ین تجربه شخصیمقدار بهتر نیا

اسهت  یمقدار نیبهتر د،یآیت مدسبه تمیکه توسط الگور گرید نیمقدار بهتر
مقهدار  نیدست آمده است. ابه تیجمع انیها در مکنون توسط تمام ذرهکه تا
 افتنیهشود. پهس از یم دهینام gbestاست که به نام  یتجربه عموم نیبهتر
 یتها زمهانکنهد یخود را به روز م دیدو مقدار هر ذره سرعت و مکان جد نیا
مهدل مختلهف کهه  سههرتی  در تکه به تا تابع هدر ابدییحلقه ادامه م نیا

(، خطای میهانگین مطهابق رابطهه 19است از تابع نش مطابق رابطه ) عبارت
 ارضا شود. ،( است21بطه )میانگین مربعات مطابق را ریشهخطای  و (20)
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ترتی  مقادیر بار آبی مشاهداتی و محاسباتی به chو  ohکه 

تعداد کل مشاهدات و  Nباشند. می
o

h  میانگین وزنی بارهای آبی
واسنجی مدل فلوچارت مدل اجتمای ذرات جهت  باشد.مشاهداتی می
 نشان داده شده است. (2)در شکل 

 

 

 
 

Fig. 2-. Implementation of the PSO calibration model flowchart 

 فلوچارت مدل اجتماع ذرات جهت واسنجي مدل  -2شکل 
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 نتایج و بحث

 نتایج مدل المان تحليلي 

 1389بهرای فهروردین  حلقه چهاه مشهاهداتی 54واسنجی از آمار  برای
استفاده شد. بعد از واسنجی، بها توجهه بهه یکسهان فهر  نمهودن ههدایت 

و میهزان متهر در روز  75/12هیدرولیکی، بهترین مقهدار بهرای کهل منطقهه 
، بهین المان فهروخط 16بستر رودخانه با تقسیم کل رودخانه به  قابلیت انتقال

آمده از دسهتهبا توجه بهه نتهایج بدست آمد. بهمترمربع در روز  1000تا  370
ریشهه متهر و  2/0خطهای میهانگین و  87/0 مقدار تابع نهش ،سازیمدل

 باشد.می متر 51/1مربعات خطا  میانگین
دست آمده و با توجه به نهاچیز بعد از واسنجی با استفاده از پارامترهای به

 سهازی بهرای، مدل1389برداشهت در تیرمهاه بودن میزان بارندگی نسبت به 
 میهزان تهابع نهش، مدل المهان تحلیلهی انجام گردید. نتایجاین ماه های داده
مربعهات خطها  ریشهه میهانگینمتر و  382/0خطای میانگین و  89/0
( مقایسهه نتهایج مهدل حاضهر و 3دهد. در شهکل )را نشان می متر 805/2
( 4های مشاهداتی برای هر چاه مشاهداتی مشخص شده است. شهکل )داده

یهات تهاریر رودخانهه و یهم پتانسیل و جز حس  خطوطنتایج خروجی مدل بر
 دهد.های برداشت را نشان میچاه

 

 ايآیي نقطهنتایج مدل هم

(، کهل 5کوچصهفهان مطهابق شهکل )-سازی دشت آسهتانهمدل برای
تهوان کهه میطوریبهنقطه با فاصله یکسان تقسیم شهد  456دامنه مدل به 

1500x) گفت y m   ) بها توجهه بهه توضهیحات بخهش مهدل .

بها توجهه بهه مفهومی منطقه، شرایط مهرزی مهدل نیهز مشهخص گردیهد. 
 sC (Meenal andآیهی نقطهه ای بهه ضهری  های همحساسیت مهدل

Eldho, 2011)حلقهه چهاه  54بهرای  سازی، جهت تحلیل حساسیت، مدل
و  sC=1500بهها سههه مقههدار مختلههف  1389مشههاهداتی بههرای فههروردین 

3000=sC  4500و=sC  انجام شد. ایهن ضهری  بهه هندسهه و میهزان
تهر بزرگ سته است. هر چهه مقهدار ضهری  مهذکوروسعت دامنه حمایتی واب
تر بوده و در نتیجه نقهاط بیشهتری تحهت پوشهش باشد، دامنه حمایتی بزرگ

بهر اسها  نتهایج  قرار خواهد گرفت. قابلیهت انتقهال و ههدایت هیهدرولیکی
 .دست آمدبه (1)جدول مطابق  سازی،مدل

بها  ،sC=0045 سازی با، مدل(1)شده در جدول هیارا با توجه به نتایج
ریشهه متهر و  123/0خطهای میهانگین و  91/0توجه به مقدار تابع نهش 

بهتهرین  بر ایهن اسها  انتخاب گردید. متر 907/0مربعات خطا  میانگین
 410بهین  انتقهال قابلیتمتر در روز و  03/11هدایت هیدرولیکی کل منطقه 

متر مربع در روز به عنوان نتایج واسنجی مدل انتخهاب شهد. بعهد از  1100تا 
یافته، مشخص شدن مقدار ههدایت هیهدرولیکی بها توجهه بهه مهدل توسهعه

که مقدار بارندگی نهاچیز بهوده  1389های تیرماه دادهبرای سازی مجدد مدل
شده در مقایسه بها انجامسازی نتایج مدل. انجام شد sC=4500برای  ،است
 نتهایجه شهده اسهت. بها توجهه بهه یهارا (6)های مشهاهداتی در شهکل داده
مقدار تهابع  شود،مشاهده می (2)در جدول  که سازیمده از این مدلآدستهب

مربعات خطا  ریشه میانگینمتر و  145/0خطای میانگین و  94/0نش 
 مد.آدستهب متر 897/0
 

 
Fig. 3- Comparing the hydraulic head of the AEM results and observed data 

 مدل المان تحليلي 1389و مشاهداتي تيرماه  مقایسه بار آبي محاسباتي -3شکل 
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Fig. 4- The equipotential contour lines based on the AEM flow model results 

 المان تحليليمدل  نتایج آمده ازدستخطوط هم پتانسيل به -4شکل 

 

 
Fig. 5- Nodal arrangement for the case study  

 چيدمان نقاط در دامنه منطقه مورد مطالعه -5شکل 

 

 هاي مختلف sCاساس آمده از واسنجي مدل بردستبه نتایج 1 جدول
Table 1- Calibration results for the difference value of Cs 

ME 

(m) 
RMSE 

(m) 
Nash 

function  
Transmissivity 

)/day2m( 

Hydraulic 

Conductivity (m/day) 
sC 

0.02 0.148 0.78 450-1200 9.128 1500 
0.493 3.629 0.85 300-940 13.124 3000 
0.123 0.907 0.91 410-1100 11.03 4500 
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Fig. 6- Comparing the hydraulic head of the PCM results for Cs=4500 and observed data  

 1389براي تيرماه  sC=4500اي با آیي نقطهمقایسه بار آبي مشاهداتي و محاسباتي مدل هم -6شکل 

 

 89اي براي تيرماه نقطهآیي آمده از مدل همدستهب مقادیر تابع هدف -2جدول
Table 2- The values of objective functions for PCM results 

ME (m) RMSE (m) Nash function Cs 

0.145 0.897 0.94 4500 

 
Fig. 7- The equipotential contour lines based on the PCM flow model results 

 ايآیي نقطهخطوط تراز آب زیرزميني مدل هم -7شکل 

 
اسا  ( خروجی نتایج خطوط هم پتانسیل آب زیرزمینی بر7شکل )

Cs=4500 .را نشان می دهد 
 

 تحلیل نتایج

نتایج با آمار تیرماه نسبت به آمهار  مقدار تابع نش برایدر مدل المان تحلیلی  
میهزان  تهوان درباشهد، یکهی از دایهل ایهن امهر را میفرودین ماه بهتر می

در مدل المان تحلیلی حاضر بهرای اعمهال تهمریر  بارندگی این دو ماه دانست.

شده اسهت، بهه همهین علهت  ای استفادههای فرومنطقه دایرهتغذیه از المان
ها نیسهتند، در نتیجهه صورت کامل تحت پوشش این المانضی مناطق بهبع

وارد شد. در تیرماه میهزان بارنهدگی  صورت تقریبی در مدلمیزان بارندگی به
سازی را افهزایش داده رسد و این موضوی دقت مدلبه حداقل مقدار خود می

 است. 
 

 

-40

-30

-20

-10

0

10

20

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53

H
y

d
ra

u
li

c 
h

ea
d

 (
m

)

Observed well

Calculated Head

Observed Head



42 

 DOI: 10.22055/JISE.2020.22058.1582..                      .آبخوان ینیرزمیآب ز انیجر یمدل ساز :هیحصاروئ ینیقائمحمدی و 

 

 
Fig. 8- Comparing the hydraulic head of the AEM and PCM model results and the observed data  

 1389اي با مقادیر مشاهداتي براي تيرماه آیي نقطهسازي المان تحليلي و هممقایسه نتایج دو روش مدل -8شکل 

 

 ,Meenal and Eldho, 2011)گرفتهه بها توجهه بهه مطالعهات انجام

حسها   sCای مشخص شد نتایج به مقهدار آیی نقطهدر مدل هم (2012
و  3000و  1500سازی برای سهه مقهدار مختلهف است. به همین دلیل مدل

انجام گردید. این ضری  به هندسهه و انهدازه دامنهه حمهایتی مربهوط  4500

s.شود و برابر است با می c cC d  کهcd  اندازه دامنهه حمهایتی وc 

تها  2بین  cدهد در باشد. نتایج محققین نشان میمعرر پارامتر شکل می
ها دارای دقت بهتری هستند، علاوه بر ایهن دامنهه نوسهانات پاسهخ ، پاسخ3

. به این ترتیه  باشدهای مدل نسبت به مشاهدات در این محدوده کمتر می
1500xدر مطالعه حاضر با فر   y m     بهترین مقهدار مطهابق

. شهدحاصهل  sC=4500و  sC=3000نتایج به دست آمده در محهدوده 
سازی  نسبت بهه مقهادیر ( مقایسه نتایج دو روش مدل8در نهایت در شکل )

آیهی ل همدههد کهه نتهایج مهده شده است. نتهایج نشهان مییمشاهداتی ارا
، دقهت بهتهری نسهبت بهه نتهایج روش sCای با انتخاب مناس  مقدار نقطه

 المان تحلیلی دارد.
 

 گيرينتيجه
آیهی در این تحقیهق دو روش مسهتقل از شهبکه المهان تحلیلهی و هم

سازی جریان آب زیرزمینی در حالت پایدار اسهتفاده شهد. ای جهت مدلنقطه
کوچصهفهان -آستانه آبخوانهای میدانی یافته به کمک دادههای توسعهمدل

شهده از های ساختهمورد ارزیابی و مقایسه قرار گرفتند، جهت واسنجی مهدل
الگوریتم اجتمای ذرات استفاده گردید. بها توجهه بهه یکسهان فهر  نمهودن 

 واسنجی مدل جریان المان تحلیلهیدر نتیجه هدایت هیدرولیکی کل منطقه، 
 75/12 ، مقدار ضری  ههدایت هیهدرولیکی1389ماه با توجه به آمار فروردین

المهان  16بستر رودخانه با تقسیم کل رودخانه بهه  روز و قابلیت انتقالمتر در 
بها اسهتفاده از محاسهبه گردیهد.  در روز مترمربهع 1000تا  370بین  فروخط،

 1389به آمهار تیرمهاه سازی جریان با توجه شده اقدام به مدلمقادیر محاسبه
 382/0خطهای میهانگین و  89/0دهنده میزان تابع نش نشان نتایج .گردید
بها توجهه بهه  باشهد.مهی متهر 805/2مربعات خطا  ریشه میانگینمتر و 

سازی بهرای سهه مقهدار مدل sCای به ضری  آیی نقطهحساسیت مدل هم
 sC=0045انجهام شهد. بهتهرین نتهایج در  4500و  3000، 1500مختلف 

آمد به این ترتی  که بعد از واسنجی مدل مقدار هدایت هیهدرولیکی  دستبه
محاسهبه  مترمربهع در روز 1100تها  410 قابلیت انتقهالمتر در روز و  03/11

تیرمهاه  سازی جریهان بهرایمدلآمده دستبا استفاده از این مقادیر به گردید.
 145/0خطهای میهانگین ، میهزان  94/0 تابع نشانجام شد و میزان   1389
در نهایهت  محاسهبه گردیهد.متر  897/0مربعات خطا  ریشه میانگینو  متر

ای نشان مهی دههد آیی نقطهنتایج دو روش بدون شبکه المان تحلیلی و هم
نتهایج را بها دقهت  ،شدهبا وجود فرضیات در نظر گرفته ایآیی نقطههممدل 

در نظر گرفتن حساسیت مهدل بهه نماید. دلیل این امر نیز بهتری محاسبه می
تهوان باشد که با دقت در انتخاب مقدار درست این پهارامتر میمی sCپارامتر 

 ..دقت مدل سازی را بسیار افزایش داد

 

 تشکر و قدرداني
نویسندگان مرات  تشکر را از آقای دکتر ساعت ساز به منظور در اختیهار 

 تشکر را دارند. کوچصفهان کمال-های دشت آستانهقرار دادن داده
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